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1. INTRODUCCIÓ 
 
Un dels recursos per l’ensenyament de les matemàtiques més utilitzat avui en dia és, encara, el 
llibre de text. Si n’obrim uns quants, ens podem adonar com les matemàtiques es presenten de 
manera abstracta, amb exercicis que no utilitzen les noves tecnologies, tot i que vivim en l’era 
digital, i que impliquen l’aplicació de fórmules, sense o amb poques connexions a l’experiència 
quotidiana o amb altres assignatures.  
Si els llibres de text són l’únic recurs que el professor utilitza, difícilment l’aprenentatge de les 
matemàtiques pot ser significatiu per als alumnes. El resultat serà una percepció de la matèria 
com llunyana de la realitat. 
En aquest treball, proposo un material que no vol substituir els llibres de text, sinó enriquir-lo 
amb activitats que: 
 millorin la comprensió de les matemàtiques a través d’eines dinàmiques i visuals 
(Geogebra) 
 permetin desenvolupar competències en l’ús de noves tecnologies (Geogebra i Excel) 
 promoguin el caràcter interdisciplinari de les matemàtiques 
 presentin algunes aplicacions de les matemàtiques al món real. 
 
Inicialment, ens havíem plantejat tractar les corbes, en general, però, veient que  
 amb les còniques es podia generar prou material, 
 es tracta d’un tema poc desenvolupat i amb pocs recursos disponibles a la xarxa, 
comparat amb altres temes, 
hem decidit centrar l’estudi de les corbes a les còniques (exceptuant la circumferència). Aquest 
material està dissenyat per ser utilitzat a primer de batxillerat quan es tracta el tema de les 
còniques.  
 
Aquest treball està estructurat de la següent manera: la secció 2 d’aquesta memòria presenta 
la definició i el context del problema; la següent en descriu la solució. La secció 4 presenta els 
resultats relatius a les còniques en general (4.1), a les el·lipses (4.2), a les paràboles (4.3) i a 
les hipèrboles (4.4). La secció 4 comença amb una taula que resumeix les característiques de 
cada activitat i permet veure de manera succinta quines poden ser d’interès per al professor. 
En la taula, faré explícites la temporització, les competències treballades, les connexions amb 
altres blocs i assignatures, els objectius i els continguts. La temporització serà solament 
indicativa, donat que només he pogut portar una de les activitats descrites a l’aula.  
 
Finalment, es presenten les conclusions que resumeixen de manera concisa el profit que he 
tret d’aquest treball. 
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2. DEFINICIÓ I CONTEXT DEL PROBLEMA 
 
L’ASPECTE ABSTRACTE DE LES MATEMÀTIQUES I LES CONNEXIONS AMB EL MÓN 
REAL 
L’abstracció és una habilitat potent per entendre, apreciar i utilitzar la matemàtica amb 
confiança i satisfacció. Tradicionalment, a l’educació secundària, els conceptes matemàtics 
s’han transmès de manera teòrica. Tot i així, només una minoria d’alumnes té una capacitat 
d’abstracció prou desenvolupada. La resta de l’alumnat troba la matèria difícil d’entendre i es 
desmotiva ràpidament. A més, presentar les matemàtiques només des d’una perspectiva 
teòrica i abstracta pot resultar en una percepció d’aquestes allunyada de la realitat, sense 
aplicacions pràctiques.  
 
La història, en canvi, ens ensenya que molts dels avançaments de les matemàtiques han estat 
possibles gràcies a la necessitat de resoldre problemes de vida real. La difusió dels 
coneixements matemàtics a l’Europa de l’Edat Mitjana, per exemple, han estat també 
conseqüència de les necessitats comercials de l’època. A més, una observació més detallada 
del món actual ens mostra que les matemàtiques troben la seva aplicació en molts aspectes de 
la vida quotidiana, com per exemple les factures de la llum ens mostren el perfil mensual del 
consum a través d’histogrames. En el món professional, trobem economistes, enginyers, 
arquitectes i investigadors científics que utilitzen les matemàtiques habitualment, però també ho 
fan els metges i els periodistes, entre d’altres. 
 
Si l’ensenyament de les matemàtiques és molt abstracte i no es mostren les seves aplicacions, 
existeix el risc que els alumnes no coneguin el rol d’aquesta disciplina en la carrera o professió 
que volen escollir. En aquest sentit, cal recordar que el Decret 142/20081 que defineix el 
currículum del batxillerat, menciona la necessitat d’oferir un adequada orientació educativa i 
professional als alumnes.  
 
Així doncs, per donar una visió completa de les matemàtiques als alumnes, no n’hi ha prou 
amb una presentació abstracta de les mateixes, sinó que cal veure l’aplicabilitat dels conceptes 
que s’estudien a problemes reals. 
 
CONNEXIONS ENTRE DIFERENTS BLOCS I ASSIGNATURES 
Un altre problema lligat amb el que acabo d’exposar, és l’escassa col·laboració que sovint hi ha 
entre professors de diferents assignatures. Els treballs interdisciplinaris permeten mostrar la 
connexió de les matemàtiques amb altres matèries. En general, els alumnes sovint presenten 
dificultats per crear connexions, no només entre les matemàtiques i altres matèries, sinó també 
entre diferents blocs de les mateixes.  
 
LES TIC 
Un potent aliat de la matemàtica, molt poper a l’alumnat actual i que pot ajudar a motivar-lo, 
són les TIC (tecnologies de la informació i comunicació). Un dels avantatges d’aquestes 
tecnologies és que permeten visualitzar amb rapidesa aspectes abstractes, simplificant la tasca 
docent i la comprensió  per part dels alumnes.  Cal destacar però que, tot i que les TIC ja són 
una realitat en molts centres, no sempre s’utilitzen en totes les seves potencialitats. A vegades 
l’excés de recursos disponibles a la xarxa, la falta de coneixements per part del professorat o 
l’escassa col·laboració entre alguns professors frena la recerca d’activitats alternatives i l’ús de 
les TIC.  
 
LA MANUALITAT 
Un altre aspecte que val la pena considerar és la utilitat de la component manual en 
l’aprenentatge de les matemàtiques. Saber doblegar adequadament un full de paper, per 
exemple, permet visualitzar la resolució d’una equació de segon grau. D’altra banda, hi ha 
adolescents que passen tantes hores davant d’un ordenador que no han desenvolupat les 
habilitats manuals típiques de les generacions anteriors. En el món professional, una de les 
dificultats de comprensió entre els químics i els enginyers químics és que uns enfoquen un 
problema des d’una perspectiva més teòrica i ideal, típiques d’un laboratori; els altres busquen 
una solució a vegades molt més imprecisa però practica i factible. Acostumar els alumnes a 
veure tant la part teòrica com la part pràctica d’un problema permet acostumar-los a entendre 
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els dos aspectes del mateix problema. Per aquestes raons, és oportú integrar, en 
l’ensenyament de les matemàtiques, l’ús de les TIC i la component abstracta amb una 
component pràctica i tàctil. 
 
LES CÒNIQUES A SECUNDÀRIA 
Abans he comentat la importància de mostrar als alumnes la relació amb el dia a dia i el 
caràcter manual de les matemàtiques. Això val sobretot durant l’etapa d’educació secundària 
obligatòria, quan s’introdueixen molts temes per primera vegada. Durant el batxillerat, la major 
capacitat d’abstracció dels alumnes i la necessitat de preparar-los per a la formació 
universitària, requereixen un tractament més teòric de la matèria, donat també pel fet que molts 
dels temes que s’estudien, ja s’han afrontat durant els cursos anteriors.  
 
Aquest, però, no és el cas de les còniques. Es tracta d’un tema molt poc desenvolupat dins del 
currículum de secundària, que generalment només s’estudia durant el primer curs del batxillerat 
tecnològic-científic1.  
L’estudi que se’n fa de les còniques és molt abstracte i desconnectat d’exemples del món real. 
He analitzat com quatre llibres de text de batxillerat2,3,4,5 tracten les còniques, buscant les 
connexions amb el món real o amb altres assignatures. Només dos d’ells fan connexions 
històriques, a Kepler, relacionant les còniques amb les òrbites planetàries2, 3, i un d’ells a 
Apol·loni, com a uns dels primers a estudiar les còniques2. Un altre llibre4 fa una connexió entre 
les hipèrboles i l’arquitectura,  i mostra com dissenyar una el·lipse amb un cordill. Però en tots 
els casos es tracta només d’esments quasi anecdòtics. No només la part explicativa dels llibres 
és molt teòrica, sinó també els exercicis proposats estan deslligats de problemes reals. La 
figura a continuació (Fig. 2.1) mostra uns problemes típics trets del llibre de text que utilitzen els 
alumnes en el centre on he fet les pràctiques. Com es pot veure, es tracta d’activitats 
d’aplicació de fórmules, sense que es demani una interpretació o es proposin problemes 
relacionats amb la vida quotidiana. 
 
 
 
 
 
Figura 2.1: Exemples de problemes de còniques utilitzats actualment a primer de batxillerat. 
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3. DESCRIPCIÓ DE LA SOLUCIÓ 
 
Els decrets que regulen els currículums de l’educació secundària (Drecet 142/20081 i 
143/20076), destaquen la necessitat de treballar tots els punts que he mencionat en l’apartat 
anterior, però no sempre, en la pràctica docent, s’aconsegueix portar a terme aquests 
propòsits.  
 
Amb les activitats que presento en aquesta memòria, intentaré afrontar els següents reptes: 
a. Connexions amb altres assignatures: algunes activitats que proposo a 
continuació es poden realitzar com a treballs interdisciplinaris. En alguns casos, per 
exemple, presento només algunes notes històriques, en altres demano d’interpretar 
i elaborar dades per deduir empíricament unes lleis físiques. Al principi de la secció 
4, presento una taula que explicita amb quines assignatures cada activitat està 
relacionada. 
b. Connexions amb el món real / orientació professional: algunes de les activitats 
estan lligades a perfils professionals (arquitectes, radiòlegs, controladors aeris, 
enginyers, etc.), sigui a través de la resolució de problemes i interpretació de 
dades, sigui com a informacions de caràcter divulgatiu, inherents a una 
determinada activitat. 
c. Connexions amb altres blocs de les matemàtiques: les activitats d’aquest 
treball estan relacionades principalment a les còniques. Però, apareixen també 
altres temes i a vegades de manera casi dominant, tant que es podria realitzar 
l’activitat dins d’un altre bloc. En alguns casos seran necessaris coneixements de 
proporcionalitat inversa, notació científica, logaritmes, etc. 
d. Ús de les TIC: activitats amb Geogebra i Excel. Cerques per internet. 
e. Component manual: la importància d’aquesta component part del pressupost que 
aprenem quan som nosaltres que hem de fer. L’ús d’activitats manuals permet als 
alumnes de desenvolupar la creativitat, buscar una manera pràctica de resoldre 
problemes i facilita la interiorització de nous conceptes. En algunes activitats els 
alumnes hauran de dibuixar amb regla i compàs, o tallar fulls de paper. 
f. Desenvolupar la competència en recerca: és una de les competències bàsiques 
que els alumnes del batxillerat han de treballar i és necessària en molts àmbits, 
tant acadèmics com professionals. Moltes empreses, per exemple, tenen un 
departament de recerca i desenvolupament (R+D). Algunes de les activitats que 
proposo impliquen creativitat, buscar alternatives, analitzar “que passa si..”, fer 
deduccions, etc.  
TIC 
Un adequat ús de les TIC permet: 
 Simplificar la comprensió de conceptes abstractes amb eines visuals.  
 Implicar els alumnes de manera activa, per tal que siguin ells qui extreguin uns 
coneixements a través de l’experimentació i deducció, gràcies a softwares dinàmics 
i interactius com Geogebra. 
 Fer un ensenyament més proper a les característiques de l’alumnat actual. 
 Treballar de manera ràpida i precisa. 
 
Molts són els recursos disponibles al professorat que vulgui utilitzar eines digitals: moodles, 
pissarres digitals, internet, fulls de càlcul Excel®, programes com Cabri®, Cinderella® i 
Geogebra® o Matlab®, etc.7,8 Per aquest TFM, he decidit utilitzar Excel i sobretot Geogebra 
com a eines que permeten  millorar l’ensenyament de les matemàtiques i com a recursos per 
treballar les competències TIC dels alumnes.  
En totes les activitats que proposo que impliquen anàlisi de dades empíriques o elaboració de 
gràfiques és possible utilitzar Excel. És el professor qui decidirà si fer els càlculs i les gràfiques 
amb el full de càlcul o de manera més tradicional, amb paper, llapis i calculadora. De tota 
manera, crec que és important que els alumnes utilitzin almenys en algunes ocasions Excel i 
que coneguin aquest programa, tractant-se d’un programa àmpliament utilitzat en el món 
professional. A més, Excel és una eina útil per les matemàtiques per les següents raons: 
 Permet analitzar i elaborar numèricament una gran quantitat de dades amb més 
rapidesa que una calculadora tradicional.  
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 És molt útil per fer estudis d’estadística o anàlisi de dades d’experiments de 
laboratori (una de les activitats que proposo, per exemple, implica l’anàlisi de les 
dades de Boyle). 
 Permet visualitzar gràficament una sèrie de dades (per exemple, amb 
histogrames). 
 
L’altre software que he utilitzat és Geogebra, particularment útil per l’estudi de la geometria i de 
funcions. També es pot utilitzar com a eina per anàlisis d’imatges, com mostraré en una de les 
activitats. És un software visual, dinàmic i interactiu que permet implicar els alumnes de manera 
activa, per tal que siguin ells qui extreguin uns coneixements a través de la experimentació i 
deducció. Per aquestes raons, Geogebra permet treballar no només la competència en l’ús de 
les noves tecnologies, sinó també la competència en recerca. En aquest TFM proposo unes 
activitats en les quals els alumnes, guiats per algunes preguntes especifiques i pel professor, 
hauran de treballar amb uns fitxers del Geogebra, per fer deduccions i treure conclusions des 
de les seves observacions. En alguns casos hauran simplement de moure punts i canviar 
paràmetres, en altres seran ells el que hauran de fer construccions geomètriques. 
 
Voldria especificar que en aquest document es presenten activitats alternatives que utilitzen les 
TIC, però no és un manual per als alumnes de com utilitzar-les. Per aquesta raó, les 
explicacions relatives a com crear taules i gràfiques, com fer càlculs o com utilitzar Geogebra 
no estan detallades. Moltes de les activitats suposen que els alumnes ja tenen uns mínims de 
coneixements dels dos softwares. En cas contrari, podria ser necessari dedicar unes lliçons per 
introduir els alumnes als programes en qüestió.  
 
CÒNIQUES 
 
En aquest TFM he plantejat un conjunt d’activitats relatives a les còniques, per a desenvolupar 
dins del bloc de geometria a 1r de Batxillerat. He escollit el tema de les còniques per una sèrie 
de raons.  
 Es tracta d’un tema poc desenvolupat a l’educació secundària actual i el material 
disponible per al professor és escàs, comparat amb aquell relatiu a altres temes.  
 El tema presenta nombroses connexions amb el món real, amb altres assignatures i 
altres blocs de matemàtiques. D’aquesta manera es pot (1) mostrar el contacte entre la 
part abstracta de les matemàtiques i l’aplicació al món real; (2). crear col·laboracions 
amb altres assignatures i (3). crear una connexió amb altres blocs. Gràcies a aquestes 
connexions, és possible també introduir el tema de les còniques a l’ESO, dins d’altres 
blocs o al batxillerat, dins d’altres assignatures, compensant la brevetat del període que 
normalment es dedica específicament a aquest tema. 
 
Les activitats que presento no estan pensades per a ser realitzades totes durant un mateix any 
acadèmic ni són un material exhaustiu. Només volen ser una sèrie d’activitats auxiliars que 
poden resultar útils al professor per introduir, reforçar o concloure el tema. També poden ser 
part del moodle d’un centre, a l’abast d’altres professors per eventuals projectes conjunts o de 
l’alumne interessat o com activitats de recuperació. Serà el professor qui pot decidir com 
utilitzar-les o adaptar-les, segon les característiques i necessitats dels seus alumnes.  
 
M’agradaria senyalar que tracto totes les còniques però no la circumferència, un cas especial 
d’el·lipse. Les circumferències són les úniques còniques molt estudiades a secundària i llavors 
he decidit dedicar la meva atenció a les altres.  
 
En les següents pàgines web es poden trobar alguns recursos per a secundària relatius a les 
còniques i a Geogebra: 
 
1. Pàgina web ARC (Aplicació de Recobriment Curricular), del Departament d’Ensenyament: 
http://apliense.xtec.cat/arc/taxonomy/term/6364 
2. Recursos Geogebra:  
a. http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/conicas.htm 
b. http://www.xtec.cat/~jbujosa/ 
3. Recursos en anglès http://britton.disted.camosun.bc.ca/jbfunpatt.htm 
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4. RESULTATS 
 
La següent taula resumeix les característiques de cada activitat que presento en aquest treball i permet veure ràpidament quines poden ser d’interès per 
al professor. En la taula, s’especifiquen la temporització, les competències treballades, les connexions amb altres blocs i assignatures, els objectius i els 
continguts. La temporització serà aproximada, donat que només he pogut portar una de les activitats descrites a l’aula. 
 
En aquesta taula he utilitza les següents abreviacions en l’apartat Competències: CC: Competència comunicativa; CTI: Competència en gestió i 
tractament de la informació; CD: Competència digital; CR: Competència en recerca; CPI: Competència personal i interpersonal; CM: Competència en el 
coneixement i interacció amb el món. 
 
 SECCIONS CÒNIQUES 
Activitat  OBJECTIUS CONTINGUTS 
1. Còniques amb regla i 
compàs. 
 
Temporització: 1 h a 
classe. La resta, si cal, 
com a treball a casa. 
Connexió amb altres blocs: / 
Identificar les còniques com 
a lloc de punts. 
-Traçament de còniques (el·lipses, 
hipèrboles i paràboles) mitjançant regla i 
compàs. 
-Connexió amb el món real: figures 
generades per pedres llençades en un 
llac.  
Connexió amb altres assignatures/món real: 
món natural; física. 
Competències: CR; CM. 
2. Papers, retoladors i 
tisores  
 
Temporització: 20 minuts. 
Connexió amb altres blocs: /  
Visualitzar les còniques com 
a seccions de cons. 
- Construcció de còniques tallant cons 
de paper. 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
ocurrència de les còniques: ombres. 
Competències: CPI; CM. 
3. Seccions de dos cons 
 
Temporització: 1h i 
30minuts. 
Connexió amb altres blocs: / 
Visualitzar les còniques com 
a seccions de dos cons. 
- Anàlisi de una fitxer Geogebra per 
visualitzar les còniques com a seccions 
de dos cons. 
- Diferència entre còniques fitades i no. 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Astronomia; història i etimologia. 
Competències: CC; CTI; CD; CPI; CM. 
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EL·LIPSES 
Activitat  OBJECTIUS CONTINGUTS 
1. Primera llei de Kepler 
 
Temporització: 2h 
Connexió amb altres blocs: equacions racionals; 
límits; notació exponencial i científica; ordres de 
magnitud; Generalització de patrons amb taules. 
Conèixer i entendre el 
significat dels paràmetres 
d’una el·lipse. 
 
Entendre la circumferència 
com cas especial d’el·lipse. 
 
Donar significat als nombres. 
 
-Relació entre els paràmetres d’una 
el·lipse. 
-Primera llei de Kepler. 
-Escales del sistema solar. 
 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Física, Història. 
Competències: CR; CPI 
2. Tercera llei de Kepler 
 
Temporització: 2h 
 
Connexió amb altres blocs:  
Ordres de magnituds; interval de dades; notació 
científica; logaritmes i propietats; creació de 
gràfiques i interpretació; anàlisi de dades. 
Realitzar amb Excel o 
Geogebra i interpretar 
gràfiques i taules. 
 
Reconèixer models de 
regressió lineal. 
 
Saber aplicar les propietats 
dels logaritmes. 
-Gràfics en Excel en escala logarítmica 
-Propietats dels logaritmes 
-Demostració empírica de la tercera llei 
de Kepler 
-Models de regressió lineal 
-Pendent d’una recta 
 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Física; Història. 
Competències: CC; CTI; CR; CD; CPI 
3. Billar El·líptic 
 
Temporització: 1h 
Connexió amb altres blocs: tangent; angles; 
probabilitat. 
Escriure l’equació d’una 
el·lipse donats un punt i els 
focus. 
 
Conèixer la propietat focal de 
l’el·lipse. 
 
-Equació d’una el·lipse. 
-Visualitzar la tangent a una corba en un 
punt P. 
-Propietat de la tangent a una el·lipse. 
-Aplicacions de la propietat focal de 
l’el·lipse al món real. 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Física, Química, Construcció i Arquitectura, 
Medicina, Mecànica, Història 
Competències: CR; CPI, CD, CC 
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1. Trobeu les paràboles 
 
Temporització: 20 minuts 
(la resta -recerca- treball a 
casa) 
Connexió amb altres blocs:  /  
Veure qualitativament 
aplicacions de les paràboles al 
món real. 
-Imatges relatives a: 
Tir parabòlic, antenes ràdio, obres 
d’art i arquitectòniques que impliquin 
l’ús de paràboles. 
 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Art i Arquitectura; Física; Astronomia i 
Telecomunicacions; Deportes. 
Competències: CC; CTI; CR; CM. 
2. Tsunami 
 
Temporització: 1h 
 
Connexió amb altres blocs: estudi de funcions; 
funcions quadràtica i radical; unitats de mesura i 
canvis d’unitats; elaboració i interpretació de taules 
i gràfiques. 
Veure aplicacions de les 
paràboles al món real 
(geofísica). 
-Tsunami: relació entre velocitat de 
l’ona i profunditat del mar. 
- Lectura i interpretació de mapes. 
- Creació de taules i gràfiques i 
interpretació. 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Geofísica; desastres naturals: actualitat; Anglès. 
Competències: CC; CTI; CM. 
3. Interpretació 
geomètrica dels 
paràmetres d’una 
paràbola 
 
Temporització: 2h (real: 
activitat treballada a l’aula)
Connexió amb altres blocs: estudi de funcions 
quadràtiques. Ús dels fulls de càlcul. Realitzar (amb Excel) i interpretar taules i gràfiques. 
 
Entendre el significat dels 
paràmetres d’una paràbola. 
-Creació de taules i gràfiques amb 
Excel. 
-Anàlisi i interpretació dels resultats. 
-Significat dels paràmetres d’una 
paràbola. 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Informàtica: Excel. 
Competències: CD; CR. 
4. Solució d’equacions 
de segon grau  
 
Temporització: 1h i 30 
minuts. 
Connexió amb altres blocs: Equacions de segon 
grau; factorització de polinomis; funcions 
quadràtiques; gràfiques i punts de tall. 
Reconèixer una paràbola en la 
representació gràfica d’una 
funció quadràtica  
Veure la relació entre els punts 
de tall de la gràfica de una 
funció quadràtica i el 
discriminant i les solucions de la 
relativa equació. 
-Discussió analítica del nombre de 
solucions d’una equació quadràtica. 
-Paràbola com a representació gràfica 
d’una funció quadràtica 
-Zeros d’una funció quadràtica. 
Connexió amb altres assignatures/món real: no 
explícita. 
Competències: CC; CTI. 
5. Energia solar 
 
Temporització: 20 minuts. 
Connexió amb altres blocs: / 
Saber aplicar els paràmetres 
d’una paràbola i les seves 
característiques geomètriques a 
un problema de modelització. 
-Energia solar. 
-Dispositius de secció parabòlica per 
l’escalfament de l’aigua i relativa 
modelització. 
Connexió amb altres assignatures/món real: 
Tecnologia; Enginyeria; Ciències. 
Competències: CTI; CM. 
PARÀBOLES 
Activitat  OBJECTIUS CONTINGUTS 
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1. Trànsit aeri 
 
Temporització: 30-
45min 
Connexió amb altres blocs: equacions 
racionals; sistemes d’equacions de segon 
grau; unitats de mesura i notació científica. 
Saber transformar un problema real 
al llenguatge matemàtic. 
 
Saber aplicar els conceptes teòrics 
d’una hipèrbola (lloc geomètric, 
paràmetres i seva equació) a una 
situació real.  
 
Veure aplicacions de la hipèrbola al 
món real. 
 
-Paràmetres d’una hipèrbola i relació 
mútua.  
-Focus d’una hipèrbola.  
-Velocitat, temps i distància.  
-Representació gràfica d’una hipèrbola i 
d’una recta.  
-Solució d’un sistema de segon grau.  
-Conversió entre i operacions amb 
diferents unitats de mesura.  
-Sistema de navegació LORAN  
Connexió amb altres assignatures/món 
real: 
Tecnologia i Telecomunicacions; Enginyeria 
aeroespacial; Física. 
Competències: CTI; CM. 
2. Llei de Boyle 
 
Temporització: 1h 
Connexió amb altres blocs:  
Interpretació de dades a partir d’una taula i 
generalització de patrons; creació de 
gràfiques. 
Introduir les característiques d’una 
hipèrbola equilàtera. 
 
Relacionar una gràfica de 
proporcionalitat inversa amb una 
hipèrbola equilàtera. 
 
Veure aplicacions de la hipèrbola 
equilàtera al món real. 
 
Treballar les competències TIC. 
-Llei de Boyle 
-Proporcionalitat inversa i seva 
representació gràfica. 
-Coordenades cartesianes i distància 
entre punts. 
-Interpretació de dades mitjançant una 
taula. 
-Proporcionalitat inversa i hipèrbola 
equilàtera. 
-Hipèrbola com a lloc geomètric. 
-Ús del full de càlcul Excel. 
Connexió amb altres assignatures/món 
real: 
Química. 
Competències: CC; CTI; CR; CPI; CM. 
3.Hipèrboles en l’art i 
arquitectura 
 
Temporització: 2h 
Connexió amb altres blocs:  
Veure aplicacions de les còniques 
(hipèrbola) a l’art i l’arquitectura. 
-Torre de Kobe, Japó: hiperboloide. 
-Anàlisi d’imatges i reconducció a 
còniques amb Geogebra. 
-Propietat geomètriques de les còniques.  
Connexió amb altres assignatures/món 
real: 
Construcció; Arquitectura; Art 
Competències: CC; CD; CR; CPI; CM. 
 
HIPÈRBOLES 
Activitat  OBJECTIUS CONTINGUTS 
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4.1 SECCIONS CÒNIQUES 
 
Els primers estudis sobre les còniques són del segle IV a.C., a l’antiga Grècia, gràcies als 
estudis de Menecmo. Més tard, Euclides, Arquímedes i sobretot Apol·loni (262 – 190 a. C.), 
desenvoluparen més extensament aquests estudis9. L’estudi més detallat i avançat és 
d’Apol·loni. El seu tractat “Conikà” és una obra de 8 llibres, dels quals els primers quatre ens 
han arribat en grec i l’autor exposa conceptes que altres autors havien treballat abans. Els 
llibres V, VI i VII, dels quals solament ens ha arribat la traducció en àrab, exposen temàtiques 
originals de l’autor. El vuitè llibre s’ha perdut. Una de les innovacions d’Apol·loni respecte als 
autors precedents, és la visualització de les còniques com a seccions de dos cons i no només 
un, obtenint els dos rams de les hipèrboles. A més, ell utilitza sempre el mateix tipus de con per 
descriure totes les còniques. Els altres, al contrari, utilitzaven cons amb característiques 
diferents per cada cònica.  
 
4.1.1. CÒNIQUES AMB REGLA I COMPÀS.  
 
Podem trobar aquesta activitat a la referència10. 
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Activitat manual introductòria a les còniques 
 Construcció de còniques amb regla i compàs, com a interseccions de 
circumferències i rectes. 
 Definició de les còniques com a lloc de punts. 
 
b) Justificació: 
Aquesta activitat permet desenvolupar les habilitats manuals, la capacitat d’observació i de 
treure conclusions per una millor comprensió de les definicions. 
 
c) Organització social i material: 
Treball individual. Paper, compàs i regla. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat gràfica i manual d’introducció a les còniques. No suposa particulars coneixements 
previs. 
 
Per als alumnes 
 
Introducció a l’activitat: 
Imagineu dues persones que llencen cadascú una pedreta dins d’un llac i que un la llenci uns 
segons després que l’altre. Quines figures veureu en la superfície del llac? 
 
Com traçar una el·lipse: 
 
1. Dibuixeu els centres F1 i F2. 
2. Fixeu un segment k i un segment r. 
3. Traceu una circumferència de centre F1 i radi r i una circumferència de centre F2 i radi 
k-r. 
4. Marqueu els punts d’intersecció entre les circumferències. 
5. Anomeneu A i B els punts d’intersecció que acabeu de trobar.  
6. Quina és la distància d1 de A a F1? _______ I d2 de A a F2? ________ Quan val 
d1+d2?____________ 
7. Quina és la distància de B a F1? _______ I de B a F2? ________ Quan val 
d1+d2?____________ 
8. Repetiu les operacions de 3 a 7 unes quantes vegades, canviant cada vegada el valor 
de r. 
9. Podeu treure alguna conclusió? __________________________________________ 
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Figura 4.1.1 Com traçar una el·lipse amb regla i compàs. Visualització del resultat final. 
 
Nota pel/per la professor/a:  
Els alumnes haurien de visualitzar la definició d’el·lipse com a lloc geomètric: el lloc de punts 
del pla tals que la suma de les distàncies dels punts a dos punts fixos, anomenats focus, és 
fixa. 
La imatge a la dreta es pot relacionar amb figures de difracció i fer una connexió amb l’òptica i 
la física.  
 
Com traçar una hipèrbola: 
 
El procediment és idèntic a aquell utilitzat per l’el·lipse, amb la diferència que la segona 
circumferència tindrà radi k+r. 
 
Els alumnes haurien de visualitzar la definició de la hipèrbola com a lloc geomètric: el lloc de 
punts del pla tals que la diferència de les distàncies dels punts a dos punts fixos, anomenats 
focus, és fixa. 
 
Com traçar una paràbola: 
 
1. Dibuixeu el centre F i una recta horitzontal d, que no passi per F. 
2. Fixeu un segment k. 
3. Traceu una circumferència de centre F i radi k i una recta r paral·lela a d, a distància k 
de d. 
4. Marqueu els punts d’intersecció entre la circumferència i la recta r. 
5. Anomeneu A i B els punts d’intersecció que acabeu de trobar.  
6. Quina és la distància de A a F? _______ I de A a la recta d? ________ 
7. Quina és la distància de B a F? _______ I de B a la recta d? ________ 
8. Repetiu les operacions de 2 a 7 unes quantes vegades, canviant cada vegada el valor 
de k. 
9. Podeu treure alguna conclusió? __________________________________________ 
 
 
Figura 4.1.2 Com traçar una paràbola amb regla i compàs. Visualització del resultat final. 
 
Nota pel/per la professor/a:  
Els alumnes haurien de visualitzar la definició de la paràbola com a lloc geomètric: el lloc de 
punts del pla equidistants d’un punt fix, anomenat focus, i d’una recta, anomenada directriu. 
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Després d’aquesta activitat sabeu contestar a la pregunta inicial?  
RESPOSTA: Les interseccions de les circumferències marcaran una hipèrbola. 
 
4.1.2. PAPERS, RETOLADORS I TISORES. 
 
a) Descripció de l’activitat:  
Ús de material quotidià (fulls de paper, tisores, retoladors, plastilina) per a visualitzar 
circumferència, el·lipse, paràbola i hipèrbola com a seccions d’un con.  
 
b) Justificació: 
Aquesta activitat permet desenvolupar les habilitats manuals, la creativitat i la capacitat 
d’observació per una millor comprensió dels continguts matemàtics. 
 
c) Organització social i material: 
Treball en grups petits (3-4 persones). Full de paper, cinta adhesiva, retoladors i tisores. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat manual d’introducció a les còniques. No suposa particulars coneixements previs. 
 
Per als alumnes: 
 
1. Construïu un con amb un full de paper. 
2. Imagineu un pla que pugui tallar el con. Amb les tisores i intenteu tallar el con, tal com 
marcaria el pla. (Serà més fàcil si aixafeu el con de manera que passi de tres a dues 
dimensions, marqueu el pla amb un segment i, una vegada tallat el con, li doneu un altre 
cop volum). 
3. Repetiu l’operació amb diferents cons, escollint plans inclinats de diferents maneres. Amb 
el retolador, marqueu la línia de tall. Què podeu observar? 
 
4. Explica, amb les teves paraules, perquè l’el·lipse, la paràbola i la hipèrbola es diuen 
“seccions còniques”. 
 
 
Pel/per la professor/a: 
 
1. Comparar els resultats dels diferents grups. Probablement no tots els grups hauran trobat 
totes les còniques, però és probable que, si adjuntem els resultats, entre tots les hagin 
trobat totes.  
 
2. Conclusió de l’activitat: mostrar als alumnes un con de fusta pre-tallat que permeti 
visualitzar i manipular les còniques (es poden trobar disponibles en comerços 
especialitzats). Alternativament es poden muntar i tallar cons de plastilina. 
 
 
 
Una alternativa com activitat d’introducció a les còniques, 
és l’anàlisi de les ombres generades per una pila o per una 
font puntual de llum que il·lumina una esfera11. o un pla.  
 
 
Figura 4.1.3. Còniques formades a partir de la projecció 
d’una faç de llum en una superfície plana. 12 
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4.1.3. EL·LIPSES, PARÀBOLES I HIPÈRBOLES COM A SECCIONS DE DOS 
CONS.  
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Visualització de les còniques com a seccions de dos cons que comparteixen vèrtex i 
eixos amb Geogebra (bidimensional). 
 Anàlisi dels diferents casos, segon la inclinació del pla. 
 Còniques fitades i no fitades. 
 
El professor haurà de guiar els alumnes en la comprensió del fitxer Geogebra. Algunes 
representacions gràfiques que he realitzat en Geogebra està disponible com a annex d’aquesta 
activitat. El fitxer també està disponible. 
 
b) Justificació: 
Aquesta activitat utilitza les TIC per analitzar diferents situacions: permet treballar la 
competència en gestió i tractament de la informació i la competència en recerca. 
 
c) Organització social i material:  
Grups petits (màxim 3 persones). Ordinador. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat TIC d’introducció a les còniques. L’activitat suposa que els alumnes hagin assimilat els 
conceptes d’espai i forma de l’etapa ESO (angles, rectes paral·leles i perpendiculars). 
 
Per aquesta activitat es necessita el fitxer “SeccionsCòniques” de Geogebra. 
 
Per als alumnes 
 
Imagina’t dos cons tallats per un pla. La Figura 4.1.4 (visió frontal) 
representa una secció dels cons i del pla (com si miressis els cons 
frontalment). Les línies blaves delimiten el cons i la recta negra 
representa el pla que talla els cons.  
 
El pla definirà unes figures en els cons i intentarem entendre com 
varien si inclinem el pla a diferents angles. Per visualitzar-ho, 
analitzarem una fitxa del Geogebra.  
 
L’orientació del pla pot variar, com podeu observar variant l’angle α, 
que és el paràmetre lliure (l’angle verd).  
 
Jugueu amb el paràmetre α i contesteu les següents preguntes: 
 
1. El pla pot tallar els dos cons o només un, depenen de la seva _______________.  
 
2. L’angle  és l’angle que forma ______________amb 
l’eix del con. 
 
3. Com definiries els punts D1 i D2? Marca’ls en la Figura 
4.1.6: 
 
4. Posiciona’t en  90 , la figura et mostra els cons, si 
els mirem frontalment. Imagina’t que els mires des de 
d’alt: quina figura veuries, tallant el con amb el pla? 
 
Aquesta observació ens permet concloure que si tallem el 
con amb un pla perpendicular a l’eix del con, obtindrem una 
_____________ 
5. L’angle  , que veus en figura 4.1.6, és l’angle d’obertura 
del con, és a dir l’angle entre _____________________ 
Figura 4.1.4 Cons 
tallats per un pla. 
Figura 4.1.5. 
Representació gràfica de 
quan el pla talla un dels 
cons formant una 
circumferència. 
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Figura 4.1.6 Representació del què es trobaran els alumnes quan realitzin aquesta activitat 
amb Geogebra. 
 
Comença per 0 , ves augmentant  i fixa’t en la recta negra per respondre a les 
preguntes i, gradualment, completar la següent taula. 
 
 
 
 0  
   
 
  180
 
  180
 
 90  
  180
 
Quants cons talla 
la recta (els dos o 
només un)? 
    
La corba generada 
és no fitada 
(=oberta) o fitada 
(=tancada)? 
    
Nom de la corba 
generada 
    
Disseny 
bidimensional 
    
 
6. Fixa’t en la recta negra. 
 
 cas a: Per quins valors de  la recta talla només uns dels dos cons? (Pista: 
per guiar la teva resposta, fixa’t en el segment D1D2, en vermell) 
 
 
 cas b: Per quins valors de  la recta talla els dos cons? (Pista: per guiar la 
teva resposta, fixa’t en el segment D1D2) 
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Centra’t en el cas a: la recta talla només un dels dos cons. La figura que veuràs, si mires el 
con des de d’alt, serà una el·lipse o una paràbola. En el cas b la recta talla els dos cons: la 
figura serà una hipèrbola.  
 
7. L’angle de “transició” entre el “cas a” i el “cas b” val: ___________ 
 
8. Troba altres dos rectes que formen entre elles el mateix angle:  
 
9. Posiciona’t en l’angle de transició: la recta que talla els cons és 
paral·lela a ____________En aquesta situació obtindrem una 
figura tancada o oberta? (per contestar, ajuda’t amb la figura) 
______________ Aquesta corba és una paràbola. 
 
 
 
Figura 4.1.7: Representació gràfica de quan el pla talla un dels cons, formant una paràbola. 
 
 
10. Analitzem la situació en que el pla talla només un dels dos cons 
i el segment D1D2 està definit. Imagina’t la situació en 3 
dimensions: el pla que talla el con “entra” i “_______” del con, 
com et mostra la figura 4.1.8. 
 
Si mirem la figura en Geogebra, la recta a entra i surt. La corba definida 
tallant el con amb el pla serà una corba fitada (=tancada). Si tallem el 
con amb un pla inclinat respecte amb l’eix del con, com mostra la figura 
a la dreta, obtindrem una corba tancada, anomenada _____________ 
 
Figura 4.1.8: Representació gràfica de quan el pla talla un dels cons formant una una 
el·lipse. 
 
11. Fixa’t en el cas b, quan la recta talla els dos cons. La figura 4.1.9 
et mostra el cas en tres dimensions. En aquest cas obtens una 
hipèrbola. Es tracta d’una corba oberta o 
tancada?_______________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.1.9. Representació gràfica de quan el pla talla els dos cons formant una hipèrbole. 
 
 
Totes aquestes figures s’ha estret de la referència 13. 
 
Per reforçar visualment aquesta activitat, el professor podria mostrar el vídeo “Conic Sections 
Animation”, realitzat per la Dra Jill Britton, del Camosun College, Canadà 14.  
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COMETES 
Curiositat..... 
Els cometes són “boles” de roques i gel, amb un diàmetre d’uns quilometres que, quan 
s’acosten al Sol, evaporen part de l’aigua i desprenen partícules sòlides, formant la 
cabellera (“Kometes”, en grec, significa cabellera). Algunes tenen una òrbita el·líptica, 
tancada, i tornen a acostar-se periòdicament al Sol. Altres, tenen orbites hiperbòliques. 
Quina conseqüència hi pots veure?___________________________________________ 
 
________________________________________________________________________ 
 
 
Entre les tècniques que s’utilitzen per fer aterrar una sonda espacial, una consisteix en 
transformar l’orbita hiperbòlica (òrbita oberta) de la sonda en el·líptica (òrbita tancada). Si 
l’òrbita es mantingués hiperbòlica, la sonda s’escaparia i no tornaria cap al planeta!! 
  
Figura 4.1.10. Cometa de Halley, visible des de la Terra cada 76 anys. El proper passatge serà en el 2061 
(http://www.nasa.gov/connect/chat/aquarids2011.html) 
UNA MICA D’ETIMOLOGIA 
En l’antiga Grècia, estudiosos com Menecmo, Euclides i Arquímedes fan referència a les 
còniques com figures obtingudes amb seccions de cons. El matemàtic grec Euclides utilitza 
els termes “ekléipein”, (que significa “fer falta”: l’angle d’obertura del con és més petit que 
l’angle entre l’eix del con i el pla), “parabállein” (igualtat) i “hyperbállein” (excés) per 
identificar-les. L’obra antiga més completa i desenvolupada sobre les còniques és el tractat 
“Conika” d’Apol·loni, un obra de 8 llibres. Després d’aquesta activitat, sabries explicar 
l’origen del nom de cada cònica? 
 
_________________________________________________________________________ 
 
_________________________________________________________________________ 
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ANNEX a l’Activitat 4.1.3.: Representacions del fitxer en Geogebra. 
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4.2. EL·LIPSES 
 
4.2.1. LES ORBITES DELS PLANETES 
 
a) Descripció de les activitats:  
 Anàlisi de dades sobre els planetes del sistema Solar. 
 Generalitzacions de patrons mitjançant gràfiques. 
 Primera i tercera llei de Kepler.  
 Paràmetres d’una el·lipse i seva relació. 
 Aplicació de les propietats dels logaritmes a casos reals. 
 
Si els alumnes no tenen prou confiança amb el full de càlcul, el professor els haurà de guiar 
prèviament. 
 
b) Justificació: 
Activitat de connexió amb el món físic, implica treballar la competència en gestió i tractament 
de la informació i la competència en recerca a través de preguntes que estimulin la deducció de 
unes conclusions. 
 
c) Organització social i material: 
Treball per parelles. Llibreta, Excel. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat de consolidació dels coneixements adquirits relatius a l’el·lipse (equació i paràmetres, 
focus i relatives coordinades, semieixos). El dossier consta de dos activitats: una per la primera 
i una per la tercera llei de Kepler. La primera activitat es pot treballar dins de la unitat didàctica 
de les còniques; la segona implica treballar conceptes d’estadística (anàlisi de dades mitjançant 
taules i gràfiques i models de regressió lineal).  
Entre els coneixements previs necessaris: conèixer i saber utilitzar la notació científica i les 
propietats dels logaritmes. Coneixements mínims d’Excel per inserir fórmules i realitzar una 
gràfica a partir d’una taula. 
Considerades les connexions entre els diferents blocs matemàtics i amb altres assignatures, 
l’activitat pot ser realitzada dins el bloc de “probabilitat i estadística” o “anàlisi” o bé com un 
treball interdisciplinari o part d’un treball de recerca. 
 
Per als alumnes 
 
INTRODUCCIÓ 
 
L’astronomia és la ciència que s’ocupa de l’estudi dels cossos celestes (planetes, estrelles, 
galàxies, etc.). En l’antiguitat, l’astronomia era de particular interès per raons pràctiques (quan 
encara no existien GPS i els mapes de Google® , s’utilitzava la posició de les estrelles per 
orientar-se en el mar o en el desert) però també filosòfiques i religioses (penseu, per exemple, 
al cometa dels Reis Mags de l’època de Jesucrist). Molts matemàtics de l’època antiga eren 
també astrònoms i alguns dels avançaments de les matemàtiques han estat possibles gràcies a 
l’estudi de l’astronomia.  
En aquesta sessió veurem com els conceptes matemàtics relacionats a l’el·lipse troben una 
aplicació en astronomia i en concret en les tres lleis de Kepler. Kepler era un estudiós alemany 
del final del segle XVI, principi del segle XVII. Part del seu treball fou sobre l’estudi del 
moviment (òrbita) dels planetes del sistema solar. 
 
ACTIVITAT 1: PRIMERA LLEI DE KEPLER 
La teoria més acceptada a l’època era la teoria copernicana, segons la qual els planetes es 
movien al voltant del Sol en òrbites circulars. Kepler va contribuí de manera important al 
descobrir que les òrbites eren en realitat el·lipses, amb equació 12
2
2
2

b
y
a
x
. La primera llei 
de Kepler diu:  
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Com el radi s’utilitza per descriure una 
circumferència, els semieixos a i b (veure la Figura 
4.2.1) s’utilitzen per descriure una el·lipse. La 
següent taula dóna uns valors de a i b i de 
l’excentricitat e, definida com:  
2
2
1
a
be            
Relaciona cada el·lipse amb el dibuix apropiat. 
 
 
 
 
1. Calcula l’excentricitat e de cada el·lipse, utilitzant l’equació 4.2.1. Observa: si e augmenta 
l’el·lipse serà més/menys aplanada, si e disminueix, l’el·lipse serà més/menys aplanada. 
 
2. Si el semieix menor b és igual al semieix major a, com serà l’excentricitat e? (Prova amb 
les parelles 1 ba ; 2 ba ; 13 ba )       _______________________  
La circumferència és un cas especial d’el·lipse. Per quins valors de a i b? _____________ 
3. (Si els alumnes ja han estudiat el concepte de límit) Calcula el 2
11lim
xx
  . Si ba , 
com serà l’excentricitat e?  
Ara observeu les dades que teniu a la Taula 4.2.2., relatives als planetes del sistema solar. 
Com podeu veure, els valors de les excentricitats són molt petites.  
Taula 4.2.1. L’excentricitat com a relació entre els semieixos. 
 Semieix major a Semieix menor b Excentricitat e 
El·lipse 1 1 0.25  
El·lipse 2 1 0.5  
El·lipse 3 1 0.75  
Figura 4.2.2. Excentricitat com a mesura de l’aplanament de una el·lipse. 
“Els planetes descriuen òrbites el·líptiques 
i el Sol està en un dels focus”.  
Figura 4.2.1. Semieixos de una el·lipse. 
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4. Si l’excentricitat és petita, com seran les trajectòries dels planetes del sistema solar, seran 
el·lipses molt o poc “ estretes” ? _________________________________ 
 
5. Perquè creieu que hagi estat difícil per Kepler adonar-se que les orbites eren el·lipses i no 
circumferències? ____________________________________ 
D’aquestes consideracions podem concloure que l’excentricitat e ens diu quan una el·lipse 
es diferencia d’una circumferència. 
 
6. Compareu el semieix major a de l’orbita de cada planeta amb el planeta següent (Tingueu 
en compte que entre Venus i Mart hi ha la Terra). Quina característica podeu observar? 
_______________________ 
7. Trobeu el semieix menor, b, de l’orbita de cada planeta. Haureu de substituir a i e de cada 
planeta en la fórmula 1 i resoldre una equació racional. 
8. Què podeu observar? Hi ha molta diferència entre els semieix major i el menor? 
__________ 
9. Segons la primera llei de Kepler, el Sol ocupa un dels focus de l’el·lipse. Les coordenades 
dels focus d’una el·lipse són )0,(1 cF  i )0,(2 cF . Observant la figura següent, troba una 
fórmula per calcular c.  
 
Figura 4.2.3. Semieixos i distància focal de una el·lipse. 
 
 
10. Quina relació hi ha entre la distància entre els dos focus de l’el·lipse i els semieixos? 
11. Calcula la distància del Sol al centre de l’orbita de Mercuri. Si el radi del Sol és km5107 , 
què pots dir sobre la posició del Sol relativa a la trajectòria del planeta? 
 
Taula 4.2.2. Semieixos i excentricitats de les orbites dels planetes del sistema solar. 
 Mercuri Venus Mart Júpiter Saturn Urà Neptú 
a [106km] 57,91 108,21 227,92 778,57 1433,53 2872,46 4495,06 
e 0,2056 0,0067 0,0935 0,0489 0,0565 0,0457 0,0113 
b [106km]        
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ACTIVITAT 2: TERCERA LLEI DE KEPLER 
 
La següent taula us dóna el semieix major de l’orbita dels planetes (a) i els períodes de 
revolució (P, el temps necessari perquè el planeta doni tota la volta al Sol). Intentarem trobar 
una relació entre aquestes dos quantitats. Per fer això haurem de construir una gràfica i 
interpretar-la. 
 
 
1. Quants ordres de magnitud hi ha entre el valor màxim i el valor mínim dels períodes 
orbitals? ___________ I entre els valors dels semieixos menors? ___________ Si l’interval 
de dades és molt ampli, pot ser útil 
representar els gràfics en escala 
logarítmica.  
2. Crea una taula en Excel amb els valors de 
a i P i dels respectius logaritmes. 
Càlcul del logaritme en base 10.  
 
3. Crea un gràfic en Excel en escala logarítmica que mostri la relació entre a i P 
( ax log ; Py log , en base 10).  
Per visualitzar el gràfic en escala logarítmica, has de modificar el format dels dos eixos: 
damunt de l’eix, botó dret, “Format de l’eix...”, “Escala logarítmica”, “base 10” com et 
mostra la figura a continuació. 
 
Figura 4.2.5. Indicacions de com canviar el format de l’eix en Excel. Primer pas. 
Taula 4.2.3. Semieixos majors i períodes orbitals dels planetes del sistema solar. 
 Mercuri Venus Mart Júpiter Saturn Urà Neptú 
a [106km] 57,91 108,21 227,92 778,57 1433,53 2872,46 4495,06 
P (dies) 87,969 224,701 686,980 4332,589 10759,22 30685,4 60189 
m        
 
Figura 4.2.4 Taula i fórmula en MS Excel.
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Figura 4.2.6. Indicacions de com canviar el format de l’eix en Excel. Segon pas. 
 
4. Compara cada planeta amb el següent i calcula la pendent del segment entre cada punt de 
la gràfica i el següent (recorda: 
x
ympendent 
 ). Completa la taula 
( ax log ; Py log ). Compara les pendents, com són? ____________   
5. Quin model de regressió podries utilitzar que s’ajusti a les dades? _______________ 
Comprova els teus resultats amb un model de regressió lineal en Geogebra. 
Existeix una relació de proporcionalitat entre alog i Plog , com pots veure des de la 
gràfica i comprovar numèricament. La relació de proporcionalitat és: aP log
2
3log   
6. Aplica les propietats dels logaritmes per escriure una relació de proporcionalitat entre el 
Període i el semieix major. 
 
Tradueix en paraules això que acabes de trobar: 
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Acabes de comprovar la tercera llei de Kepler: 
 
“Els quadrats dels períodes de revolució són proporcionals als cubs del semieixos majors 
de l’el·lipse” 
 
 
 
 
4.2.2 BILLAR EL·LÍPTIC I PROPRIETATS FOCALS DE L’EL·LIPSE 
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Visualització del funcionament d’un billar el·líptic amb Geogebra. 
 Propietat focal de l’el·lipse. 
 Equació canònica d’una el·lipse donats els focus i un punt de la mateixa.  
 Altres aplicacions de la propietat focal de l’el·lipse al món real. 
 
El professor haurà d’explicar el fitxer en Geogebra. 
 
(En vermell, les explicacions del professor/a, no seran visibles en la versió pels alumnes). 
 
El fitxer que he realitzat en Geogebra està disponible a aquest TFM. 
 
b) Justificació: 
Activitat de divulgació i connexió amb el món real per motivar els alumnes amb quelcom que 
els interessi.  
 
c) Organització social i material:  
Discussió amb tot el grup classe. Ordenador, projector o pantalla. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat TIC d’aprofundiment dels coneixements adquirits relatius a l’el·lipse.  
L’activitat suposa que els alumnes tinguin un mínim de familiaritat amb el concepte de 
tangència i la llei de reflexió.  
Considerades les connexions amb altres assignatures, l’activitat pot ser un part de un treball 
interdisciplinari. 
 
COTXES I MAQUINES DE COSIR 
Curiositat..... 
Els motors de les màquines de cosir o fins i tot dels cotxes utilitzen la forma el·líptica (en la 
part anomenada lleva, en anglès “elliptical cam”) que permet obtenir un moviment continu 
vertical de pujada i baixada, com aquell realitzat per l’agulla de una màquina de cosir, o 
horitzontal (endavant i endarrere) mitjançant el moviment rotatori del l’el·lipse. En la figura 
podeu veure una lleva. 
  
Figura 4.2.7. Representació esquemàtica i dibuix original de “l’elliptical cam” Daniel (1906). La el·lipse està marcada 
en l’esquema amb la lletra e. Bill Todd. Es pot obtenir més informació en la següent pàgina web:  
http://www.douglasself.com/MUSEUM/POWER/unusualICeng/cam-IC/cam-IC.htm
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Per als alumnes:  
 
La imatge aquí sota és un exemple de billar el·líptic 15. El Pep posiciona una bola en un dels 
focus del l’el·lipse i un altra en l’altre. Aposta amb la Mariona que, amb prou força, serà capaç 
de colpir l’altra bola. Guanyarà l’aposta?  
 
  
Figura 4.2.8. Imatges de billars el·líptics. 
 
Analitzem la situació amb un fitxer de Geogebra. Després de veure el fitxer, completa la taula 
explicant cada imatge amb les teves paraules. (En vermell, els comentaris del/ de la 
professor/a). 
 
Dibuixem en Geogebra una 
el·lipse, donats els dos 
focus, A i B, i un punt de 
l’el·lipse, C. 
 
Per comoditat, escollim  
A(-3,0); B(3,0) i C(5,0).  
 
L’el·lipse tindrà equació:  
 
 
 
(Posicionem la bola en un 
dels focs, B.) 
Suposem que colpim la bola 
amb prou força. 
 
La bola picarà el billar en un 
punt P i la trajectòria que 
seguirà la bola està marcada 
amb la línia discontinua 
vermella. 
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Quina trajectòria seguirà la 
bola després de l’impacte en 
P? 
 
La trajectòria haurà de 
respectar les lleis de la 
física: l’angle d’incidència 
que forma la trajectòria de la 
bola abans de l’impacte amb 
la perpendicular la tangent a 
l’el·lipse en P, ha de ser 
igual a l’angle de reflexió. 
L’angle de reflexió vincula la 
trajectòria després de 
l’impacte. 
CONCLUSIÓ: Sigui quin sigui el punt P on la bola impactarà l’el·lipse, si colpim la bola amb 
prou força, la bola sempre passarà per l’altre focus. 
 
Ara contesta a la pregunta del començament: el Pep guanyarà l’aposta? ______ 
 
En una taula de biliar el·líptica, una bola llençada amb prou força des d’un dels focus rebotarà 
al costat i passarà per l’altre focus. El mateix principi explica perquè un feix de llum làser 
disparat des d’un dels focus que reboti a la paret d’una superfície de secció el·líptica, passarà 
per l’altre focus16. 
 
Formalment, la propietat que acabem de veure és una conseqüència de les lleis de la reflexió i 
de la següent propietat: “La tangent en un punt qualsevol P d’una el·lipse forma angles iguals 
amb les rectes que passen per P i per els focus”, que hem comprovat empíricament amb 
Geogebra. 
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ALTRES APLICACIONS DE LA PROPIETAT FOCAL DE L’EL·LIPSE: 
1. Espionatge: El sostre d’una de les habitacions del Capitoli (seu del Goven dels EUA, a 
Washington) té la forma d’un quart d’el·lipsoide. Una persona posicionada en un dels focus pot 
escoltar perfectament una conversa que s’està fent en l’altre focus, independentment de la 
distància i fins i tot si les persones estan parlant fluixet. Sembla que Daniel Webster, un polític 
americà de la primera meitat del segle XIX volia utilitzar aquesta propietat focal de l’el·lipse. 
Altres exemples de sales construïdes amb aquesta característica es poden trobar en el Real 
Monasterio de San Lorenzo del Escorial (Madrid); en el Museu del Louvre (Paris); St Paul’s 
Cathedral (Londres); la Galeria de los Suspiros, en El Convento  de los Leones ( Ciutat de 
Mèxic)17 
2. Construcció i química, el forn el·líptic: aquest tipus de forn concentra el calor en un 
punt específic (un dels focus), implicant una gran eficiència energètica. Durant el segle XIX, 
gràcies a la difusió del forn projectat per l’alemany Hoffmann, els forns el·líptics es van difondre 
en els països europeus i asiàtics i venien utilitzats per a la fabricació de maons i altres materials 
de construcció 18 
3. Medicina, litotrípsia: es tracta d’una tècnica que s’utilitza per curar les pedres renals. 
Es generen unes ones sonores en un dels focus d’una cambra semi-el·líptica per destruir la 
pedra, localitzada en l’altre focus 19 
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4.3 PARÀBOLES 
 
4.3.1 TROBEU LES PARÀBOLES 
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Activitat introductòria a les paràboles. 
 Visualització i descripció qualitativa de la gràfica d’una paràbola. 
 Discussió qualitativa d’exemples en els que es troben les paràboles en el món real.  
 
El professor haurà de guiar la discussió i aclarir el significat de les figures. 
 
b) Justificació: 
Activitat de divulgació i connexió amb el món real per motivar els alumnes amb quelcom que 
els interessi. Els permetrà desenvolupar la creativitat i les seves habilitats de buscar i 
seleccionar informació. L’activitat no requereix habilitats analítiques o d’abstracció i pot ser un 
exemple de deures per casa, factible per tot l’alumnat. Pel seu caràcter qualitatiu i senzill, pot 
ser utilitzada pels alumnes amb més dificultats.  
 
c) Organització social i material:  
Tot el grup classe, treball de recerca individual o per parelles. Pantalla, ordenador, connexió a 
Internet. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat visual amb l’ús d’Internet d’introducció a les paràboles. No suposa particulars 
coneixements previs. 
L’activitat, amb oportunes modificacions, es pot utilitzar per les altres còniques. 
 
Pel/per la professor/a 
 
1. Començar l’activitat mostrant una gràfica de paràbola i descriure’n la forma (Vèrtex, 
simetria respecte l’eix, fórmula estàndard d’una paràbola i dependència de 2x ). Preguntar 
als alumnes on, segon ells, podem trobar aquesta forma en el món real. 
 
2. Després d’una petita discussió, mostrar les següents imatges i comentar-les breument. 
Podem veure aplicacions de la paràbola en l’art, l’arquitectura, les antenes de radio, la 
trajectòria d’una moto o d’una pilota de futbol, el raig de les fonts d’aigua, etc. 
 
3. Activitat pels alumnes: Busqueu altres exemples de les paràboles en el món real i feu-ne 
una breu descripció (entre 100 i 200 paraules).  
 
Eventualment, el treball es pot ampliar a les altres còniques. Per una llista d’exemples es pot 
consultar a la referència 20. 
 
 
Figura 4.3.1. Tir parabòlic: un cos llençat amb una velocitat que forma un angle amb la línia 
horitzontal, es mou amb una trajectòria parabòlica, sota l’efecte de la gravetat.  
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Figura 4.3.2. Modiglioni “Dona amb corbata negra” Paris. 
El contorn de la cara ressembla molt la forma d’una 
paràbola. 
 
Figura 4.3.3. Radiotelescopi VLA (Very 
Large Array) amb antenes 
parabòliques (paraboloide de 
revolució), Nou Mèxic. Cada secció de 
l’antena (veure insert a la fotografia) és 
una paràbola i totes tenen el mateix 
focus21. 
 
 
 
 
4.3.2 TSUNAMI 
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Introducció: visió del títol d’un article d’actualitat. 
 Relació entre un fenomen geofísic, un tsunami i una paràbola. 
 Lectura d’un text en anglès (optativa: en alternativa el professor pot resumir el text i 
donar només la fórmula).  
 Creació d’una taula i una gràfica, amb valors que tinguin sentit físic, i realitzar la seva 
interpretació.  
 
Si els alumnes no tenen prou confiança amb el full de càlcul, el professor els haurà de guiar 
prèviament. 
 
b) Justificació: 
L’activitat permet implicar els alumnes en notícies d’actualitat i fer-los partícips d’allò que passa 
al món. Vivim en un món globalitzat on la informació és difon ràpidament d’un país a l’altre. En 
molts casos, inclosa la comunitat científica internacional, la llengua vehicular és l’anglès. 
Acostumar els alumnes a llegir diferents fonts d’informació i en altres llengües, els dotarà d’una 
major objectivitat. 
 
c) Organització social i material: 
Grup gran, elaboració de la taula i de la gràfica individual. Projector, calculadora o fulls de 
càlcul. 
 
d) Context dins del currículum: 
L’activitat no suposa coneixements previs relatius a les còniques i llavors es pot utilitzar com a 
introducció al tema.  
Entre els coneixements previs necessaris: saber crear una taula de dades i la subseqüent 
gràfica, saber utilitzar adequadament les unitats de mesura i saber escriure una funció 
quadràtica.  
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Considerades les connexions entre els diferents blocs matemàtics, l’activitat es pot realitzar 
dins del bloc de canvi i relacions a 4t d’ESO. També és pot realitzar com a treball 
interdisciplinari (física i anglès). 
 
Altres aspectes a destacar:  
Part de l’activitat implica llegir un text en anglès. El vocabulari presenta paraules d’ús quotidià i 
científic que els alumnes poden no conèixer. Per facilitar la comprensió del text, l’activitat es pot 
realitzar conjuntament amb els professors d’anglès i física.  
 
Per als alumnes  
 
Figura 4.3.4. Extracte de la notícia del Tsunami del Japó, apareguda al diari “La Vanguardia” el 
dia 11 de març de 2011.22 
 
1. Llegiu la següent informació i escriviu la distància d (profunditat del mar) en funció de la 
velocitat v. Després contesteu a la pregunta: Què té a veure un tsunami amb una 
paràbola?  
 
“Tsunami are characterized as shallow-water waves. These are different from the waves most of 
us have observed on the beach, which are caused by the wind blowing across the ocean's 
surface. Wind-generated waves usually have period (time between two successive waves) of five 
to twenty seconds and a wavelength of 100 to 200 meters. A tsunami can have a period in the 
range of ten minutes to two hours and wavelengths greater than 500 km. A wave is characterized 
as a shallow-water wave when the ratio of the water depth and wavelength is very small. The 
velocity of a shallow-water wave is also equal to the square root of the product of the acceleration 
of gravity, g, (10m/sec2) and the depth of the water, d. gdv  .”  
Font: Referència 23 
 
2. Crea una taula amb una sèrie de punts per v i d i construeix una gràfica que mostri la 
relació entre la velocitat (abscisses) i la distància (ordenades). Per tenir una idea de 
l’ordre de magnitud, expressa les velocitats en km/h, les distàncies en km i g en km/h2. 
( 2/8.9 smg  , has de fer un canvi d’unitats i expressar g en km/h2)  
 
3. La figura a continuació us ensenya la profunditat del mar en l’oceà Pacífic i en el mar 
Mediterrani. Quina és la profunditat màxima, aproximada, de l’oceà Pacífic? I la del 
Mediterrani? En quina ràtio estan? Quina és la velocitat màxima, aproximada, d’un 
tsunami en km/h en el Pacífic i un en el Mediterrani? Quina és la ràtio de les velocitats? 
Compara-la amb la ràtio de les profunditats. Mostra com dedueixes la teva resposta 
des de la gràfica. 
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Figura 4.3.5. Profunditats de l’Oceà Pacífic (esquerra) i Mar Mediterrani (dreta).24 
 
Com podeu veure, la velocitat d’un tsunami en alta mar és impressionant! En poques hores 
poden creuar tot un oceà.  
 
A títol d’exemple, mostro la gràfica relativa a la fórmula que expressa la profunditat del mar en 
funció de la velocitat de propagació de l’ona gvd /2 . Per valors positius de la velocitat, la 
gràfica és la meitat d’una paràbola. 
 
 
Figura 4.3.6. Profunditat del mar i velocitat de propagació de la ona d’un tsunami.  
 
 
4.3.3 INTERPRETACIÓ GEOMÈTRICA DELS PARÀMETRES D’UNA 
PARÀBOLA 
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Creació d’una taula de punts amb el full de càlcul Excel relatiu a una paràbola, donada 
la seva equació. 
 Creació de la gràfica d’una paràbola amb Excel. 
 Interpretació dels resultats obtinguts, variant els paràmetres de la paràbola: velocitat de 
creixement de la funció, branques cap d’alt o cap baix, degeneració de la funció 
quadràtica en una funció lineal, translació vertical. 
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Si els alumnes no tenen prou confiança amb el full de càlcul, el professor els haurà de guiar 
prèviament. 
 
b)Justificació: 
L’activitat fomenta el desenvolupament de la capacitat de deducció i les competències en l’ús 
de les noves tecnologies. 
 
c) Organització social i material: 
Treball per parelles. Full de càlcul Excel i Microsoft Word. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat TIC d’aprofundiment dels coneixements adquirits relatius a l’equació d’una paràbola i 
els seus paràmetres.  
 
e) Resultats: He fet aquesta activitat en un primer de batxillerat en dues hores. Durant la 
primera hora he explicat als alumnes l’activitat i els objectius i sobretot com crear una funció i 
visualitzar-ne la gràfica en Excel. Durant la segona hora hem treballat l’activitat concreta. M’ha 
semblat que ha estat una bona decisió fer-los treballar en parelles. Generalment, un alumne 
deia al company què s’havia de fer i l’altre escrivia a l’ordinador. En les parelles hi havia 
almenys un alumne hàbil en matemàtiques i/o amb l’ordenador. Llavors, totes les parelles han 
treballat i han aconseguit contestar les preguntes i acabar l’activitat. Molts dels alumnes menys 
motivats durant les classes tradicionals han treballat eficientment durant aquesta activitat. A 
l’hora de fer l’examen, la majoria dels alumnes han mostrat entendre molt bé el significat dels 
paràmetres de l’equació d’una paràbola. 
 
Per als alumnes 
 
Primera part: S’haurà d’assegurar que els alumnes sàpiguen utilitzar l’Excel. Hauran de tenir 
prou confiança amb els següents punts: 
1. Com inserir un text en una cel·la. 
2. Saber utilitzar els comandaments 
Ctrl+C; Ctrl+V; Ctrl+X. 
3. Saber realitzar les quatre operacions 
i l’elevació a potència ( “^”). 
4. Conèixer el significat i ús del símbol 
$. 
5. Saber inserir i utilitzar una fórmula, 
com mostra la figura 4.3.7.  
  
 
 
Figura 4.3.7. Indicacions a l’alumne de com inserir fórmules en una fulla de càlcul de l’Excel. 
 
Per practicar aquests punts, es poden donar les següents instruccions com a guia: 
1. Cel·la A1: “x”, la B1 “y=a*x”, C1 “y=a*x^2+1” 
2. Cel·la A15:”a=”, B15:”valor de la a”, per exemple “3”. 
3. En la cel·la A2, escollir el primer valor de la variable independent, x (p. ex. -5) 
4. Cel·la A3: “=A2+1”. Enter. Veureu que en la cel·la A3 tindreu el valor de la cel·la 
anterior més 1 (p. ex. -4). 
5. Seleccionar i copiar la cel·la A3 (Ctrl+C) 
6. Seleccionar cel·les de A4 a A12, Ctrl+V. Els valors de la variable independent estaran 
fixats. 
7. Cel·la B2: introduir la fórmula ”=$B$15*A2” 
8. Cel·la C2:introduir la fórmula ”=$B$15*A2^2+1” 
9. Seleccionar i copiar la cel·la B2 (Ctrl+C) 
10. Seleccionar les cel·les de B3 a B12, Ctrl+V.  
11. Repetir les operacions 9 i 10 per la columna C 
12. Per crear la gràfica: seleccionar les cel·les A1:C12, “Insertar”, “Gràfic”.  
 
Segona part: 
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a. Anàlisi de l’efecte del paràmetre a sobre la paràbola.  
 
Donada la paràbola d’equació cbxaxy  2 , fixeu els paràmetres b i c. El paràmetre lliure 
és a. Dibuixeu, amb Excel, 3 paràboles amb 0a  (ex: )3,2,1  aaa , una paràbola amb 
0a i 3 paràboles amb 0a  (ex: )3,2,1  aaa . Utilitzeu els gràfics obtinguts per 
contestar les següents preguntes: 
 
1. Quina conclusió pots treure per 0a ?  
2. Quina conclusió pots treure per 0a ?  
3. Quina conclusió pots treure per 0a ?  
 
NOTA: Per realitzar les gràfiques, recordeu els següents punts: 
 En la primera fila, escriviu un títol per cada columna (ex.: A1 “x”, A2 “y=x^2+2”...), així 
podreu saber què representen els nombres. 
 En la primera columna, escolliu els valors de la x (variable independent). 
 Utilitzeu la fórmula per calcular els valors de la y (variable depenent). 
 Inseríeu la gràfica.  
 Copieu la taula i la gràfica en un document .doc o .docx. 
 
NOTA pel/ per la professor/a: 
Per simplificar les coses, es pot demanar d’analitzar només 2axy  , imposant 0 cb . 
D’aquesta manera totes les paràboles tindran vèrtex en (0,0) i seran simètriques respecte a 
l’eix y. De tota manera, la utilitat d’analitzar el cas més general és fer veure que les conclusions 
no canvien introduint els paràmetres b i .c  
Paràmetre "a"
0
10
20
30
40
50
60
-6 -4 -2 0 2 4 6
x
y
a = 1
a = 2
a = 3
 
Figura 4.3.8. Estudi de l’efecte del paràmetre a en la gràfica de una paràbola d’equació 
2axy  . En aquest cas hem analitzat només valors positius de a . 
 
b. Anàlisi de l’efecte del paràmetre c sobre la paràbola.  
 
De manera semblant a allò que hem fet en el punt a, ara estudiarem l’efecte del paràmetre c. 
Donada la paràbola de equació cbxaxy  2 , fixem els paràmetres a i b. Per simplicitat, 
escollim 1a  i 0b . Deixem variar el paràmetre c i escollim 4 valors: -2, 2, -1 i 1. 
En un document Word, recolliu totes les taules i gràfiques realitzades i expliqueu com varia la 
paràbola al variar de c. 
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Paràmetre "c"
-5
0
5
10
15
20
25
-6 -4 -2 0 2 4 6
x
y
y=x 2^+2
y=x 2^+1
y=x 2^-1
y=x 2^-2
 
Figura 4.3.9. Estudi de l’efecte del paràmetre c en la gràfica de una paràbola d’equació 
cxy  2 . 
4.3.4 SOLUCIÓ D’EQUACIONS DE SEGON GRAU. 
a) Descripció de l’activitat:  
 Discussió analítica del nombre de solucions d’una equació de segon grau segons el valor 
del discriminant. 
 Representació gràfica d’una funció de segon grau i identificació amb una paràbola. 
 Anàlisi de determinades funcions quadràtiques amb un fitxer Geogebra i extrapolació del 
significat algebraic dels punts de tall de la funció amb l’eix X. 
 Relació entre el nombre de punts de talls i el valor del discriminant. 
 
El professor haurà d’explicar el fitxer Geogebra i com utilitzar-lo. 
 
b)Justificació: 
L’activitat permet treballar les connexions entre diferents blocs del currículum de matemàtiques. 
 
c) Organització social i material: 
Treball per parelles o individual. Geogebra. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat TIC d’aprofundiment dels coneixements adquirits relatius a l’equació d’una paràbola i 
els seus paràmetres.  
Entre els coneixements previs necessaris: equacions quadràtiques. Saber factoritzar un 
polinomi de segon grau serà d’ajut a l’hora de fer l’activitat. 
Considerades les connexions amb el bloc de “Canvi i relacions”, l’activitat és realitzable, amb 
oportunes modificacions, a 4t d’ESO (funcions quadràtiques). 
 
Per als alumnes 
 
PRIMERA PART: DISCUSSIÓ ANALÍTICA 
 
Considerem l’equació quadràtica 02  cbxax , amb Rcba ,, , les solucions seran: 
a
bx
a
bx
2
,
2 21
 , amb el discriminant .42 acb   
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Podem demanar als alumnes que reflexionin sobre les següents preguntes, considerant els 
següents casos concrets. 
1. Què passa si 0 ? Resoleu, per exemple, l’equació 0342  xx . Quantes 
solucions existeixen? Com són? 
2. Què passa si 0 ? Resoleu, per exemple, l’equació 0442  xx . Quantes 
solucions existeixen? Com són? 
3. Què passa si 0 ? Resoleu, per exemple, l’equació 0522 2  xx . Quantes 
solucions reals existeixen?  
 
SEGONA PART: ANÀLISI GRÀFICA 
 
Considerem la funció 34)( 2  xxxf . 
1. Representa gràficament la funció )(xf . Quina serà la seva gràfica? (Es tracta de 
veure si els alumnes la identifiquen com a paràbola. Si fem aquesta activitat com a 
conclusió del treball sobre les còniques, la pregunta permet diagnosticar si els alumnes 
saben distingir analíticament entre diferents corbes).  
2. Que representen, gràficament, les solucions de l’equació 0342  xx ? (La idea és 
que els alumnes les relacionin amb els punts de tall amb l’eix de les abscisses). 
3. Analitzem el fitxer Geogebra “ParabSolEqQuad.ggb”: mou els punts lliscants a, b i c 
segons els valors marcats en la taula i completa la taula (la primera fila està com a 
exemple): 
 
Funció Paràmetres Punts de tall 
amb l’eix x 
Discriminant 
0,,   
Nombre de 
solucions 
103)( 2  xxxf  
10
,3,1


c
ba
 
)0,5(
)0,2(
B
A
 
0  
5;2
2
21  xx
34)( 2  xxxf      
243)( 2  xxxf      
xxxf 3)( 2       
44)( 2  xxxf      
5105)( 2  xxxf      
522)( 2  xxxf      
32)( 2  xxxf      
15)( 2  xxf      
 
4. Generalitza les teves conclusions per la funció cbxaxxf  2)( . 
A títol d’exemple, mostro la visualització amb Geogebra de la gràfica d’una funció quadràtica i 
la solució de la corresponent equació de segon grau. Cal remarcar que si 0a , la funció no 
és quadràtica i la gràfica no és una paràbola. 
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Figura 4.3.9. Captura de pantalla del que l’alumne es troba en el fitxer “ParabSolEqQuad.ggb”. 
 
4.3.5 ENERGIA SOLAR 
 
a) Descripció de l’activitat:  
 Aplicació dels coneixements adquirits prèviament a situacions reals i interpretació dels 
resultats: modelització d’un dispositiu de secció parabòlica per la calefacció d’aigua 
amb energia solar.  
 Càlcul de l’equació d’una paràbola donat el focus. 
 Estudi de la relació entre les coordenades del focus i el vèrtex d’una paràbola. 
 
b) Justificació: 
Aplicació dels coneixements previs a situacions reals. 
 
c) Organització social i material: 
Treball individual. Llibreta. La calculadora no és imprescindible. 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat de consolidació dels coneixements adquirits relatius a l’equació d’una paràbola i els 
seus paràmetres.  
 
Per als alumnes 
 
INTRODUCCIÓ 
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L’energia solar és una de les energies renovables i en els últims anys aquestes formes 
d’energia han rebut molta atenció per part de la comunitat científica i tecnològica. Alguns dels 
col·lectors d’energia solar utilitzen miralls amb secció parabòlica amb el col·lector en el focus 
del mirall, com podeu veure des de la figura. 
 
 
 
Figura 4.3.10. Representació de com els miralls parabòlics concentren els rajos solars en el 
focus F, per on passa l’aigua, que s’escalfa (esquerra). Imatge de com són aquests panells en 
la realitat, en la instal·lació SEGS II a Dagget, California (dreta)25  
 
Tots els raigs que incideixen en la mateixa secció parabòlica, reflectiran en el mateix punt del 
tub col·lector, escalfant l’aigua que córrer pel tub. 
 
El problema que han de solucionar els enginyers que s’ocupen de la construcció d’aquests 
panels solars és decidir a quina distància del mirall hauran de posar el tub que recull l’aigua i 
com la distància varia al canviar la forma de la paràbola, amb situacions semblants al problema 
que us proposo: 
PROBLEMA26 
El tub que recull l’aigua està localitzat en el focus del mirall amb secció parabòlica, a 1,5 m del 
vèrtex. Escriu l’equació de la paràbola que modelitza la secció del mirall. Si comprimim el mirall 
amb un factor de 3, a quina distància haurem de posar el tub?  
Solució: 2
6
1 xy  ; mdxy 5,0,
2
1 2   
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4.4 HIPÈRBOLES 
 
4.4.1 TRÀNSIT AERI 
 
a) Descripció de l’activitat:  
Traducció d’un problema d’aviació en llenguatge matemàtic, la seva representació gràfica i 
resolució. 
 
b) Justificació: 
El problema presenta unes quantes dades que els alumnes han d’interpretar i relacionar, 
treballant la competència en gestió i tractament de la informació. 
 
c) Organització social i material:  
Treball individual que es pot fer en aula o a casa com a deure. Llibreta i calculadora.  
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat de consolidació dels coneixements adquirits relatius a l’equació d’una hipèrbola i els 
seus paràmetres.  
Alternativament, es pot proposar als alumnes només la resolució algebraica del sistema, dins 
del bloc de “Canvis i relacions” a 3r d’ESO. El professor pot representar gràficament el sistema i 
utilitzar-lo introduir les hipèrboles. 
Entre els coneixements previs necessaris: saber resoldre un sistema d’equacions; unitats de 
mesura. 
 
Per als alumnes 
 
INTRODUCCIÓ 
 
Els controladors de tràfic aeri vigilen les trajectòries dels avions i eviten que hi hagi col·lisions 
entre ells. El següent problema planteja una situació semblant a les situacions reals en les que 
es troben a les torres de control dels aeroports. 
 
PROBLEMA27 
 
Dos avions A i P s’apropen a l’aeroport de El Prat. L’avió P segueix una trajectòria hiperbòlica 
amb focus l’aeroport de Girona i l’aeroport de Barcelona. Els dos aeroports envien senyals al 
mateix instant a l’avió P. Sabent que els dos aeroports disten )101(10 kmMmMm  , que el 
senyal des de Girona arriba s200 més tard respecte al senyal des de El Prat i que la velocitat 
del senyal és sm /300 , troba l’equació de la trajectòria de l’avió P. L’avió A segueix una 
trajectòria recta, amb equació 6 xy . Representa la situació en un diagrama cartesià, 
amb els focus de la hipèrbola en l’eix x. Determina la posició en la qual els dos avions podrien 
topar i la distància de l’aeroport de BCN en km (ignora l’altitud). 
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Figura 4.4.1. Representació gràfica de les trajectòries dels avions. Es mostra només el ram de 
la hipèrbola d’interès: el ram més proper a l’aeroport de Barcelona. 
 
 
Solució: ;3a ;4b ;5c  Equació de la hipèrbola: 1
169
22
 yx . Punt de possible 
col·lisió: solució del sistema 





6
1
169
22
xy
yx
,   )57.2,53.3( . Distància de l’aeroport de 
Barcelona: kmMm 8.2888.2   
 
 
 
 
 
LORAN: LOng RAnge Navigation (Navegació de llarg abast) (Casado et al. 2009) 
Curiositat..... 
El sistema LORAN és un sistema que permet localitzar un vaixell (o un avió) utilitzant, entre 
d’altres, les propietats de les trajectòries hiperbòliques i senyals radio emeses per unes 
estacions. Si la diferència temporal entre els senyals de dos estacions és constant, el vaixell 
s’està movent en una trajectòria hiperbòlica i la diferència temporal entre un senyal i l’altre 
permet calcular distàncies relatives. El sistema LORAN va ser desenvolupat per raons 
militars durant la Segona Guerra Mundial pels EE UU i posteriorment es va utilitzar per 
raons civils. Actualment aquest sistema s’ha substituït per la tecnologia GPS.  
Sistema de navegació LORAN. 
Més informació es pot trobar a : 
http://arquimedes.matem.unam.mx/PUEMAC/PUEMAC_2008/conicas/html/hiperbola.html 
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Es pot trobar més informació, pels interessats, en: 
 http://www.xtec.cat/iespontdesuert/matematiques/llocs_geometrics/ActivitatsLGII/ACT5_
BARCO_1.html 
 Electrònica de l’automòbil. Tema: Fonaments del sistema GPS de Salvador Manich, 
http://tec.upc.es/ 
 
4.4.2 LLEI DE BOYLE: FUNCIÓ INVERSA I HIPERBOLA EQUILATERA 
 
a) Descripció de l’activitat:  
Deducció de la relació entre el gràfic d’una relació de proporcionalitat inversa i una hipèrbola a 
partir de: 
 l’anàlisi de dades experimentals sobre la llei de Boyle  
 la definició de hipèrbola com a lloc geomètric. 
 
Si els alumnes no tenen prou confiança amb el full de càlcul, el professor els haurà de guiar 
prèviament. 
 
b) Justificació: 
El problema presenta unes quantes dades que els alumnes han d’interpretar i relacionar per fer 
unes deduccions (permet treballar la competència en gestió i tractament de la informació i la 
competència en recerca). 
 
c) Organització social i material: 
Treball per parelles o grups petits. Full de càlcul Excel, amb la guia del professor. 
Alternativament, llibreta i calculadora (en aquest cas, serà convenient no considerar les xifres 
decimals per elaborar la gràfica). 
 
d) Context dins del currículum:  
Activitat introductòria a les hipèrboles equilàteres. L’activitat no suposa particulars 
coneixements previs relatius a les còniques.  
Entre els coneixements previs necessaris: saber reconèixer una relació de proporcionalitat 
inversa i representar-la gràficament.  
 
El professor pot, a títol informatiu, utilitzar l’activitat per a donar un primer contacte amb les 
hipèrboles a 2n d’ESO, (bloc de “Numeració i càlcul”), sense entrar en els detalls.  
Considerades les connexions amb química i física, l’activitat pot ser un treball interdisciplinari o 
part d’un treball de recerca. 
 
Per als alumnes 
 
Considera les següents dades experimentals de Boyle 28: 
 
Taula 4.5.1. Dades experimentals del Boyle29. 
Volum 48 42 36 30 24 21 18 15 12 
Pressió 29.13 33.5 39.31 47.06 58.81 67.06 77.88 93.06 117.56 
 
1. Crea una taula en el full de càlcul Excel amb aquestes dades. Millor si poses les dades en 
columnes; una columna per el volum i una per la pressió. (Si s’utilitza Excel, 
alternativament poden copiar la taula en la llibreta). 
2. Crea una gràfica dels punts (Volum en abscissa). Quina relació de proporcionalitat hi ha? 
3. Afegeix una columna i calcula el producte V·P per a cada parella de punts. Què pots 
observar? 
 
Selecciona la cel·la d’interès i escriu “=” 
amb el ratolí selecciona la cel·la del 
Volum, escriu “*” , selecciona la cel·la 
de la Pressió, com veus en la figura a 
la dreta. Acaba amb Enter.   
 
4. Quina relació de proporcionalitat hi ha entre el volum i la pressió? 
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Es tracta d’una relació de proporcionalitat inversa, que es pot escriure com kxy  , amb 
k constant la costant de proporcionalitat.  
 
En la gràfica, considera els punts  05.53,05.531F  i  05.53,05.532 F . Per cada punt Q 
amb coordenades (Vi, Pi), calcula la diferència entre la distància de Q al punt F1 i de Q al punt 
F2.  
 
 A B C D E F G H I 
Volum 48 42 36 30 24 21 18 15 12 
Pressió 29.13 33.5 39.31 47.06 58.81 67.06 77.88 93.06 117.56 
12 QFQF            
 
La figura 4.5.1 et mostra la formula que hauràs d’inserir en la cel·la d’interès per calcular la 
distància:  
2
1
2
11 )()( QFQF yyxxQF   
 
 
 
Figura 4.5.1. Explicació de com introduir la fórmula de la distància a la cel·la d’interés. 
 
(Serà convenient que el professor expliqui el significat i l’ús del símbol $). 
 
4. Què pots observar? 
 
La hipèrbola es defineix com a lloc dels punts del pla tals que el valor absolut de la diferència 
de les seves distàncies a dos punts fixos (focus) del pla és constant. L’equació d’una hipèrbola 
amb focus )0,(1 cF i )0,(2 cF  és 12
2
2
2

b
y
a
x
, amb 222 bac  . Una hipèrbola es diu 
equilàtera si ba  . Si fem un canvi oportú de coordenades (una rotació de 45º), es pot 
demostrar que l’equació d’una hipèrbola equilàtera esdevé kxy  , amb k constant. De fet, 
una relació de proporcionalitat inversa és una hipèrbola equilàtera. En el nostre exemple, les 
dades experimentals ho mostren amb bona aproximació. 
 
Les hipèrboles equilàteres troben aplicació en el món real en cada exemple de proporcionalitat 
inversa. Cada vegada que el producte entre dues variables és una constant, la seva gràfica 
serà una hipèrbola equilàtera. Sabries trobar un parell d’exemples? 
 
4.4.3 HIPÈRBOLES EN L’ART I L’ARQUITECTURA. 
 
a) Descripció de l’activitat:  
Anàlisi de imatges d’obres d’art i arquitectòniques on es poden trobar les còniques (hipèrboles), 
amb Geogebra. 
 
El professor haurà de mostrar com es realitzen els passos en Geogebra, almenys amb un 
exemple. 
 
b) Justificació: 
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Aquesta activitat pot ser utilitzada com a eina d’orientació acadèmica i professional. Molts 
professionals fan servir anàlisi d’imatge (metges, biòlegs, astrònoms i món de la recerca en 
general).  
 
c) Organització social i material: 
Grups petits (màxim 3 persones). Geogebra. 
 
d) Context dins del currículum:  
L’activitat està pensada com a treball cooperatiu per la conclusió de la unitat, per aplicar tots els 
coneixements adquirits. L’exemple que es treballa a l’aula és relatiu a les hipèrboles. També 
pot ser part d’un treball durant l’última setmana de classe, com a treball interdisciplinari, a 
conclusió del curs. 
 
Per als alumnes 
 
En aquest treball intentarem analitzar unes obres d’art i arquitectòniques que utilitzin les 
còniques. Com a exemple, analitzarem amb Geogebra l’estructura de la torre Kobe, Japò.  
 
Torre Kobe, Japó  
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Intentem definir els asímptotes, com a rectes 
que passen per dos punts (D,E i F,G). Les 
rectes verdes. 
Definim les bisectrius dels angles formats per 
les asímptotes. H és la intersecció entre els 
asímptotes. Els focus de la hipèrbole estan en 
la recta bisectriu.  
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No saben on estan els focus F1 iF2, però la 
distància F1H i F2H ha de ser igual, llavors F1 i 
F2 es poden trobar com a intersecció entre 
una circumferència, centrada en H, i la 
bisectriu.  
Geogebra ens permet construir una hipèrbole 
donats els focus (F1 i F2) i un punt (A) de la 
corba. 
 
 
Figura 4.5.2. Exercici de com utilitzar Geogebra per el tractament d’imatges i visualitzar la 
hipèrbola que s’adapta a la Torre Kope, al Japó. Imatges extretes de referència 30. 
 
Activitat: 
 
1. Buscar una obra d’art o arquitectònica en la qual hi hagi l’ocurrència d’una o més 
còniques. 
2. Fer una petita recerca bibliogràfica sobre l’obra. 
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3. Intentar, amb Geogebra, fer una construcció geomètrica que et permeti visualitzar la 
/les cònica/ques. 
 
Com a guia per la vostra recerca, podeu buscar per exemple: 
 Obres arquitectòniques dels Romans (exemple: el Coliseu de Roma). 
 Obres del Gaudí (exemple: les voltes i finestrals de la Sagrada Família). 
 
Per el/la professor/a 
 
A títol d’exemple, mostro el resultat obtingut amb Geogebra relatiu Coliseu de la ciutat de Roma 
(Itàlia). Com es veu, el perfil exterior del Coliseu segueix bastant bé la forma d’una el·lipse.  
 
Passos de la construcció: 
1. Individualitzar l’eix major de la potencial el·lipse: 
a. Definir dos punts H i G localitzats en el segment del possible eix. Intentar 
aconseguir que H i G siguin simètrics respecte a l’eix menor. 
b. Definir la recta que passa per H i G. 
2. Definir el punt mitjà de l’eix, centre C de l’el·lipse (marcat en rosa en la figura). 
3. Definir un punt L que pertany a la potencial el·lipse (un punt en l’arc més extern de la 
planta del coliseu). 
4. Definir un punt P que pertanyi a l’eix major. 
5. Definir el segment CP. 
6. Definir una circumferència de centre el centre de l’el·lipse i de radi CP. 
7. Individualitzar les interseccions de la circumferència amb l’eix major: seran els focus F1 
i F2. 
8. Definir l’el·lipse amb focus F1 i F2 i que passa per L. 
9. Variar la posició de P per tant d’aconseguir que l’el·lipse trobada fiti el coliseu. 
 
 
Figura 4.5.2. Planta del Coliseu de Roma (esquerra) i la superposició de l’el·lipse amb 
Geogebra. L’el·lipse és definida mitjançant un punt L i els dos focus, F1 i F2. 
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5. CONCLUSIONS 
 
En aquest treball, he presentat unes quantes activitats amb la finalitat de millorar l’ensenyament 
de les matemàtiques a l’educació secundària. El material presentat mostra com un tema poc 
conegut com les còniques en realitat ens permet fer un ensenyament proper a l’experiència 
quotidiana dels nostres alumnes i com eines digitals ens puguin ser d’ajuda a l’hora de fer 
matemàtiques. 
 
Per raons de temps, no he pogut aplicar aquest material durant l’experiència al centre de 
pràcticum. Llavors el següent pas seria portar a l’aula algunes d’aquestes activitats per veure 
quins serien els resultats i com millorar-les. Només he aplicat una de les activitats que proposo 
durant la meva experiència com a professora de matemàtiques en un centre privat de 
Barcelona. En aquell cas, es tractava d’un centre internacional on la llengua vehicular era 
l’anglès (i llavors hem fet l’activitat en anglès, sent aquesta l’única diferència respecte el 
material que he presentat aquí). Com ja he comentat en la descripció de l’activitat, els resultats 
han estat molt satisfactoris.  
 
Com a últim punt voldria destacar una meva opinió personal. No obstant la utilitat de les TIC i la 
importància de l’aspecte pràctic de la matèria, no es pot oblidar de fer a l’aula l’anàlisi teòric i 
abstracte de les matemàtiques. Si només ens limitem a les aplicacions de les mateixes, hi ha el 
risc que no estem fent matemàtiques sinó tecnologia o física o enginyeria. Amb això vull dir que 
és fonamental integrar les dues coses, sense deixar ni l’una ni l’altra. Al cap i a la fi, si hi ha 
alumnes que s’apunten a la carrera de matemàtiques, probablement és perquè el agradava 
l’aspecte més teòric i rigorós de la matèria. 
 
Desenvolupament d’activitats auxiliars per l’estudi de les còniques a secundària.  48/50 
 
BIBLIOGRAFIA 
 
                                                 
1 DECRET 142/2008, de 15 de juliol, pel qual s'estableix l'ordenació dels ensenyaments del 
batxillerat.  
2 Matemàtiques, 1r Batxillerat; Guiteras, J. M.; Jané, À.; Basora, J.; Mc Graw Hill Mediterrània 
Cat 
3 Matemàtiques, 1, Gonzalo, S. i Jurado, D.; Castellnou 
4 Matemàtiques, 1; Monteagudo Martínez, M. F.; Paz Fernández, J.; Baula 
5 Matemàtiques, 1; Jornet Garcia, L.; Magraner Sifre, V.; Palau Fusté, J. D.; Brúixola 
6 DECRET 143/2007, de 26 de juny, pel qual s'estableix l'ordenació dels ensenyaments de 
l'educació secundaria obligatòria. 
7 Pérez Rodríguez, J. L. i Trias i Pairo,J.; 2010, La geometría dinamica 2d com a recurs per la 
didactica de les matematiques a secundaria per una comparació entre diferents softwares de 
geometría dinamica. Treball de Final de Màster; UPC. 
8 Reyes Jiménez, A. i Massa Esteve, M.R.; 2011, Recursos visuals per millorar l’ensenyament 
de matemàtiques a secundària. Treball de Final de Màster; UPC. 
9 Dacha, F. i Cadefau, T.; Algunes definicions d’Apol·loni amb el geogebra, 2011. Article 
presentat a la conferència “IX jornada sobre la història de la ciència i l’ensenyament”; Institut 
d’Estudis Catalans, Barcelona. 
10 Citrini, L.; Le Coniche, 2008. Departament de les tecnologies de l’informació, Universitat de 
Milà. 
11 http://eduscienze.areaopen.progettotrio.it/upload/119/griglia.htm 
12http://php.math.unifi.it/archimede/archimede_NEW_inglese/curve/guida/paginaindice.php?id=
2&idd=1 
13http://jwilson.coe.uga.edu/EMAT6680Fa05/Frye/EMAT%206690%20Frye/Conics%20instructio
nal%20unit/Lesson%201.html  
14 http://britton.disted.camosun.bc.ca/jbfunpatt.htm 
15 http://www.mtsn.tn.it/perlascuola/teinsegnanti/coniche-secondaparte.pdf i 
http://www.lnl.infn.it/~sperim/fotografie/Fotografie_2004/02_w_Sperimenta_anche_tu/w_curve/p
ages/curve_02.htm) 
16Aubanell, A. i Alsina, C.; Recursos materials i activitats experimentals en l’educació 
matemàtica a secundària; 2006. Memòria de la llicència d’estudi retribuïda corresponent al curs 
2005-2006 en l’especialitat de Matemàtiques, UPC. 
http://www.edu3.cat/Edu3tv/Fitxa?p_id=40355&p_ex=el%B7lipses&p_niv=2234&p_are=6449. 
Consultat per darrera vegada el 29/04/2012. 
17http://arquimedes.matem.unam.mx/PUEMAC/PUEMAC_2008/conicas/html/aplicac_elipse.htm
l 
18 Kris De Decker, Rings of fire: Hoffmann kilns; Oct 19 2009 Low-tech Magazine 
19 Alegría, P.; Tena, J; Martinez, I & Garcial, M. A.; Las cònicas y sus aplicaciones, 2002. Del 
llibre "Utilidad de las matemáticas". 
20http://usiweb.usi.edu/students/gradstudents/j_k_l/kleinknecht_s/portfolio/Educ%20690_004%2
0ST/History%20of%20Conics.htm 
21http://usiweb.usi.edu/students/gradstudents/j_k_l/kleinknecht_s/portfolio/Educ%20690_004%2
0ST/History%20of%20Conics.htm 
22 http://www.lavanguardia.com/ 
Desenvolupament d’activitats auxiliars per l’estudi de les còniques a secundària.  49/50 
                                                                                                                                               
23  http://www.tulane.edu/~sanelson/geol204/tsunami.htm). Consultat per darrera vegada el 
16/05/2012. 
24 LA ENCICLOPEDIA BRITANICA. http://www.britannica.es/ 
25 http://www.solarthermalmagazine.com 
26 Part d’aquest problema és inspirat en el exemple n. 3, capítol 10, del llibre “Algebra 2”, 
Bellman, A. E.; Bragg, S. C.; Charles, R. I.; et al. Prentice Hall Mathematics, 2007 
27 Part d’aquest problema és inspirat en el problema n.47, capítol 10, del llibre “Algebra 2”, ”, 
Bellman, A. E.; Bragg, S. C.; Charles, R. I.; et al. Prentice Hall Mathematics, 2007 
28 http://www.sas.upenn.edu/~mabruder/Verification%20of%20Boyle%27s%20Law.html. 
Consultat per darrera vegada el 20/05/2012. 
29 http://web.lemoyne.edu/~giunta/classicalcs/boyleverify.html 
30 http://unusual-architecture.com/kobe-port-tower-japan/ 
 
ALTRES FONTS, NO CITADES DIRECTAMENT 
 
 Lamberti, L.; Mereu, L.; Nanni, A.; Nuovo matematica uno. Elementi di geometria analitica. 
Fabbri Editori, 1996. 
 
 http://www.geogebra.org/ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Desenvolupament d’activitats auxiliars per l’estudi de les còniques a secundària.  50/50 
                                                                                                                                               
 
 
LLISTAT D’ANNEXOS 
 
1. 80595_Annex1_SeccionsConiques.ggb  
2. 80595_Annex2_BillarEl-liptic.ggb  
3. 80595_Annex3_ParabSolEqQuad.ggb  
4. 80595_Annex4_KobeTowerHiperb.ggb 
5. 80595_Annex5_Coliseu.ggb 
 
